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УДК 33  

Аннотация 

В статье вводятся основные понятия теории комплексных чисел: 

алгебраическая и тригонометрическая формы, операции над комплексными 

числами, формула Эйлера и теорема Муавра. Рассмотрены практические 

применения в инженерии, физике и компьютерной графике. Материал 

предназначен для студентов первого курса технических и математических 

специальностей. 

Ключевые слова 

Комплексные числа, мнимая единица, алгебраическая форма, 

тригонометрическая форма, формула Эйлера, теорема Муавра, комплексная 

плоскость. 

Комплексные числа возникли как расширение множества действительных 

чисел для решения уравнений, не имеющих действительных корней (например, 

\(x^2 = -1\)). Сегодня они широко используются в электротехнике, квантовой 

механике, обработке сигналов и компьютерной графике. 

2. Определение комплексного числа 

Комплексное число имеет вид: 

z = a + bi, 

\]   

где: 

· a — действительная часть (Re \(z\)),   

· b — мнимая часть (Im \(z\)),   

· i — мнимая единица, удовлетворяющая условию i^2 = -1. 

Пример: z = 3 + 4i. 
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3. Основные операции 

a) Сложение и вычитание 

Выполняются покомпонентно: 

(a + bi) \pm (c + di) = (a \pm c) + (b \pm d)i. 

b) Умножение 

Раскрытие скобок с учётом i^2 = -1: 

(a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi^2 = (ac - bd) + (ad + bc)i. 

c) Деление 

Умножение числителя и знаменателя на сопряжённое знаменателя: 

\frac{a + bi}{c + di} = \frac{(a + bi)(c - di)}{(c + di)(c - di)} = \frac{(ac + bd) + (bc - 

ad)i}{c^2 + d^2}. 

\]   

Сопряжённое число: \overline{z} = a - bi. 

4. Формы записи комплексных чисел 

a) Алгебраическая форма 

z = a + bi (см. выше). 

b) Тригонометрическая форма 

Если z = a + bi, то: 

z = r(\cos \varphi + i \sin \varphi), 

\]   

где: 

· r = \sqrt{a^2 + b^2} — модуль числа, 

· \varphi = \arg z — аргумент (угол с действительной осью). 

c) Показательная форма (формула Эйлера) 

z = r e^{i\varphi}, \quad e^{i\varphi} = \cos \varphi + i \sin \varphi. 

5. Теорема Муавра и возведение в степень 

Для z = r(\cos \varphi + i \sin \varphi) и натурального n: 

z^n = r^n (\cos n\varphi + i \sin n\varphi). 

\]   

Пример: Найти \((1 + i)^4\).   



406 
 

Решение:   

1. Перевести в тригонометрическую форму: r = \sqrt{2}, \varphi = \frac{\pi}{4}. 

2. Применить теорему Муавра: 

(1 + i)^4 = (\sqrt{2})^4 \left( \cos 4 \cdot \frac{\pi}{4} + i \sin 4 \cdot \frac{\pi}{4} 

\right) = 4 (\cos \pi + i \sin \pi) = -4. 

6. Извлечение корней 

Корень степени n из комплексного числа имеет n значений: 

\sqrt[n]{z} = \sqrt[n]{r} \left( \cos \frac{\varphi + 2\pi k}{n} + i \sin \frac{\varphi + 

2\pi k}{n} \right), \quad k = 0, 1, \dots, n-1. 

\]   

Пример: Найти \sqrt[3]{1}. 

Решение: 

1. Представить 1 = 1 + 0i в тригонометрической форме: r = 1, \varphi = 0. 

2. Три корня: 

z_k = \cos \frac{2\pi k}{3} + i \sin \frac{2\pi k}{3}, \quad k = 0, 1, 2. 

\]   

Ответ: 1, -\frac{1}{2} + \frac{\sqrt{3}}{2}i, -\frac{1}{2} - \frac{\sqrt{3}}{2}i. 

7. Применение комплексных чисел 

· Электротехника: анализ цепей переменного тока (импеданс). 

· Физика: квантовая механика (волновые функции). 

· Компьютерная графика: повороты и масштабирования (кватернионы). 

· Обработка сигналов: преобразование Фурье. 

8. Примеры задач 

Задача 1. Умножить комплексные числа: \((2 + 3i)(1 - i)\).   

Решение:   

= 2 \cdot 1 + 2 \cdot (-i) + 3i \cdot 1 + 3i \cdot (-i) = 2 - 2i + 3i - 3i^2 = 2 + i + 3 = 5 + 

i. 

Задача 2. Найти модуль и аргумент числа z = -1 + i. 

Решение: 

· Модуль: r = \sqrt{(-1)^2 + 1^2} = \sqrt{2}. 
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· Аргумент: \varphi = \pi - \arctan(1) = \frac{3\pi}{4} (так как число во II четверти). 

Комплексные числа предоставляют мощный аппарат для решения задач, 

выходящих за рамки действительных чисел. Их изучение необходимо для 

современных инженерных и научных дисциплин. 
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